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1.5 Utilité du calcul analytique pour le calcul formel

1.5.1 Résolution de systémes polynomiaux par homotopie

La technique incontestablement la plus importante en calcul analytique
est la déformation. Une application astucieuse est la résolution de sys-
temes polynomiaux par homotopie. Supposons par exemple que l'on veuille
résoudre un systéme

x> +2xy—y*-3x+5y+8=0

P(x,
) { 3x2—xy+y?+8x-2y+7=0

Ce systéme est suffisamment « générique » pour que toutes ses solutions
soient simples et pour qu'il y ait exactement 4 =2 x2 =deg P; x deg P, solu-
tions (comme prédit par la borne de Bézout). En particulier, le systéme
« ressemble » (en degré, nombre et nature des solutions) au systéme beau-
coup plus simple

2
Fastoche(x,y) { )
Y

On considere maintenant I'homotopie

(X2=1)t+ (x2+2xy—y2—3x+5y+8) (1-t)=0

H(x,y,t
Cryet) {(y2—1)t+(3x2—xy+y2+8x—2y+7)(1—t):0

qui donne le systeme Fastoche en t =1 et le systeme du départ P en t =0.
Partant des solutions x=+1,y =+1 en t =1, on obtient donc les solutions
de P par déformation, en suivant les solutions quand on fait bouger t de 1
vers 0 (voir la section 1.4.3 et le chapitre 7).

1.5.2 Groupe de Galois d'une fonction algébrique

La technique de suivi de chemin est aussi utile pour le calcul du groupe de
Galois d'un polynéme P € Q[¢,z], vu comme polynéme en z sur Q(¢). On
procede comme suit :

e Soit X I'ensemble des racines de disc, P.
e Soient zg 1, ...,20,4 les racines de P en ty€ C\X.
Pour toutce X :
e Construire un chemin t{ avec t§ =t{ =t tournant autour de ¢.
e Remonter en un chemin z{ avec P(z{,t7) =0 pour tout A €[0,1].
e Calculer la permutation 777 de {1, ...,d} avec z{ ;=2 v ().

On montre que les 77 générent Galg ) P.
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